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چکیده

محاسبات کوانتومی یک روش جدید پردازش اطلاعات و حاصل ترکیب مکانیک کوانتومي، علوم کامپیوتر و نظریه اطلاعات کلاسیک است. 
یک گیت کوانتومي  به صورت ریاضی با یک ماتریس یکانی نمایش داده می شود. سنتز منطقی مدارهاي کوانتومي به فرایند تبدیل یک گیت 
کوانتومي به یک ســري گیت هاي پایه قابل پیاده سازی در فناوری های کوانتومی گفته مي شود و به دو دسته کلي مبتني بر تجزیه و ترکیب 
تقسیم مي گردد. در روش هاي دسته نخست با بهره گیري از روش هاي تجزیه ماتریسي و در روش دوم با استفاده از ضرب ماتریسی گیت ها، 
مدارهاي کوانتومي سنتز مي شوند. این مطالعه به دسته نخست مي پردازد که از الگوریتم هاي ریاضی براي دستیابي به مشخصه نهایي مدار 

کوانتومي بهره گرفته مي شود.

Abstract
Quantum computing is a new method of information processing based on the concepts of quantum mechanics 
which leads to strange and powerful events in the field of quantum. Each unitary matrix represents a quantum 
gate. Synthesis of quantum circuits refers to the process of converting a quantum gate into a series of basic gates 
implementable in quantum technologies and is divided into two general categories, namely decomposition and 
composition-based. In the first category, quantum circuits are synthesized by using matrix decomposition methods 
and in the second category, they are synthesized by using matrix multiplication of gates. This study deals with the 
first category, which uses mathematical algorithms to achieve the final characteristic of a quantum circuit.
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1- مقدمه
روند  فناوری،  شگفت انگیز  پیشرفت  با  گذشته  دهه ی  چند  طول  در 
پدیدار  کامپیوتری  تراشه های  ساخت  در  ترانزیستورها  کوچک سازی 
از  بیش  دربرگیرنده ی  ریزپردازنده ها  امروزه  به گونه ای که  است،  شده 
بیان می کند که در هر  قانون مور  ترانزیستور هستند.  صدها میلیون 
18ماه تا دو سال تعداد ترانزیستورهای یک تراشه ی الکترونیکی دو برابر 
می شود ]1[. پیروی از قانون مور سبب می شود که اندازه ی ترانزیستورها 
بر  کوانتومی  قوانین  ابعادی  در چنین  باشد.  اتم  اندازه ی  به  درنهایت 
در  موجود  کلاسیک  قوانین  نه  شد،  خواهد  حاکم  تراشه ها  ساخت 
طراحی و ساخت تراشه های امروزی. بدین منظور، دانشمندان نظریه ی 
جدیدی تحت عنوان محاسبات کوانتومی بیان نمودند که در مقیاس 
کوانتومی  مکانیک  به  مربوط  قوانین  موردنظر،  قوانین  بسیار کوچک، 
پردازش  علم  کوانتومی  اطلاعات  فناوری  و  محاسبات   .]2[ هستند 
اطلاعات توسط سیستم های مکانیک کوانتوم است. این عرصه از علم 
در حقیقت شامل سه علم نظریه ی اطلاعات، علوم کامپیوتر و فیزیک 

کوانتوم است ]4-2[.
است.  کوانتومي  گیت  یک  ریاضی  دهنده  نمایش  یکاني  ماتریس  هر 
سنتز مدارهاي کوانتومي به فرایند تبدیل یک گیت کوانتومي به یک 
سري گیت هاي پایه اطلاق مي شود. مسئله سنتز و بهینه سازي مدارهاي 
کوانتومي یک مسئله سخت است ]5[. سنتز مدارهاي کوانتومي به دو 
دسته کلي مبتنی بر تجزیه و ترکیب تقسیم مي گردد. در روش هاي 
دسته اول با بهره گیري از روش هاي تجزیه ماتریسي مدارهاي کوانتومي 
سنتز مي شوند. در روش های دسته دوم با استفاده از روش هاي جستجو 
از  یافتن مداري متشکل  به  اقدام  الگوریتم های تکاملی(  )به خصوص 
کتابخانه گیت هاي موردنظر مي شود که مقاله مروری ]6[ به بررسی 

این روش ها می پردازد. 
ساختار ادامه این نوشته از این  قرار است. در بخش 2، پیش زمینه هاي 
موردنیاز در رابطه با محاسبات کوانتومي بیان شده اند. در بخش 3 کارهاي 
مرتبط در زمینه سنتز مدارهاي کوانتومي با استفاده از الگوریتم های 
مبتنی بر ریاضی بررسی شده اند. بخش 4 به جمع بندي و پیشنهادهایي 

براي کارهاي آتي  مي پردازد.

2- پیش زمینه
2-1-تاریخچه محاسبات کوانتومي

محاسبات کوانتومي شاخه جدیدي از پردازش اطلاعات بر مبناي اصول 
کاملًا  کوانتومي  کامپیوترهاي  هنوز  هرچند  است.  کوانتومي  مکانیک 
عملي، ساخته نشده اند، اما آینده کامپیوترهاي کوانتومي بسیار روشن 

به نظر میرسد.
برای اولین بار در دهه 1970 و اوایل دهه 1980، متخصصین فیزیک 
بنیوف2، دیوید دویچ3 و ریچارد  از قبیل چارلز بنت1، پل  و کامپیوتر 
فاینمن4 ایده دستگاه محاسباتي بر مبناي مکانیک کوانتومي به دلیل 
مواجه شدن با محدودیت هاي اساسي محاسبات را مطرح کردند. آن ها 
متوجه شدند که اگر فنّاوری طبق قانون مور5 به جلو رود، اندازه عناصر 
مداري که بر روي تراشه هاي سیلیکوني تعبیه مي شود، عاقبت بیشتر از 
چند اتم نخواهد بود. مشکلي که در اینجا پیش مي آید این است که در 
اندازه اتمي، قوانین مکانیک کوانتومی  بر رفتار اتم ها حاکم هستند، نه 

قوانین مکانیک کلاسیک.
در سال 1982، فاینمن ]7[، جزو اولین افرادي بود که مدلي انتزاعي 
را پیشنهاد داد که نشان مي داد چگونه یک سیستم کوانتومي مي تواند 
محاسبات را انجام دهد. سپس در سال 1985، دوستچ ]8[، یک مقاله ای 
را منتشر کرد که به صورت نظري نشان مي داد هر فرآیند فیزیکي را 

مي توان به طور کامل با یک کامپیوتر کوانتومي مدل کرد. 
در سال 1994،شور6 با کمک کامپیوترهاي کوانتومي توانست روشي 
به  اعداد  تجزیه  اعداد-  نظریه  در  مهم  مسئله  یک  شکستن  براي  را 
عوامل اول ]7[ تا ]8[ پیدا کند. به علاوه او نشان داد که مجموعه اي 
قابلیت  کوانتومي طراحی شده اند،  کامپیوتر  براي  که  ریاضي  اعمال  از 
تجزیه اعداد بزرگ را بر روی کامپیوترهای کوانتومي، بسیار سریع تر 
از کامپیوترهاي کلاسیک دارند. در نتیجه کشف این روش و الگوریتم 
جستجوي گراور ]9[، باعث شد دانشمندان زیادی به حوزه محاسبات 

کوانتومي علاقه مند شوند.
2-2- اصول محاسبات کوانتومي

در این بخش، اصول محاسبات کوانتومی و تعریف های ریاضی مربوطه 
موردبررسی قرار می گیرند.

2-2-1- کیوبیت ها
حالات کوانتومي را مي توان برحسب بردارها و یا با نماد معروف تر برا/کت7 
هستند  ستوني  بردارهاي  نمایشگر   |  x همانند>  کت ها  داد.  نمایش 
 | برا   به کار مي روند. حالت  براي توصیف حالات کوانتومي  و عموماً 
x< نمایشگر ترانهاده مزدوجx < 8 | است. حالات پایه> 0| و > 1| را 
و     |0< از  ترکیبي  هر  کرد.  بیان   )0.1(T و   )1.0(T به صورت  مي توان 

، را مي توان به صورت نشان داد.   ،|1<
نمایشگر ضرب داخلي9 دو بردار است. براي نمونه چون > 0| و > 1| عمود 
. نماد  نشان دهنده ضرب خارجي10  هستند داریم: 

دو بردار است.
یک کیوبیت11، یک بردار یکه، در فضاي دو بعدي مختلط است که براي 
> 1|  نمایش داده  با نماد> 0| و  پایه مشخص که  این فضا بردارهاي 
مي شوند انتخاب شده اند. بردارهاي پایه > 0| و > 1|  به  ترتیب همتاي 
بیت هاي  برخلاف  مي باشند.   1 و   0 کلاسیک  بیت هاي  کوانتومي 
کلاسیک، کیوبیت ها مي توانند در هر برهم  نهي12 از > 0| و > 1| همانند   
 قرار بگیرند که  و  اعداد مختلطي هستند که  

.
2-2-2- گیت هاي کوانتومي

اعمال کوانتومي را مي توان با شبکه اي از گیت ها محقق کرد. نمایش 
ریاضی هر گیت کوانتومي، یک تبدیل خطي است که با یک ماتریس 
 Uماتریس تعریف مي گردد.  کیوبیتي   n بر روي فضاي  مؤثر  یکاني13 
مي باشد.   Uماتریس مزدوج  ترانهاده   ،U+که  UU+=Iاگر است  یکاني 
ماتریس یکاني عمومي که بر روي n کیوبیت عمل می کند، با نماد  
)U)2n نمایش داده می شود. چون هر عمل یکاني، معکوس پذیر است، 
هر گیت کوانتومي نیز معکوس پذیر است. بنابراین اگر خروجي هاي یک 
گیت کوانتومي را داشته باشیم، مي توان ورودي هاي متناظر با آن را 

به دست آورد.
پائولي14   مجموعه  اعضاي  تک کیوبیتي،  گیت هاي  معروف ترین  از 
 مي باشد که از چهار عملگر زیر تشکیل شده است:

 Y گیت چرخش فاز17و Z ،16گیت چرخش بیت X ،15تبدیل هماني I
ترکیبي از هر دو است. اثر این تبدیلات بر روي حالات پایه > 0| و > 1|  

به صورت  زیر است.
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این ماتریس ها، یکانی و هرمیتی هستند. از دیگر گیت هاي پرکاربرد 
تک کیوبیتي دیگر، گیت هاي دوران به دور محورهاي y ،x و z با زاویه  

 هستند که به ترتیب با ماتریس هاي زیر نمایش داده مي شوند:

 ،)H( 18ازجمله گیت های تک کیوبیتي پرکاربرد دیگر، گیت های هادامارد
گیت فازP(19(  و گیت T است. ماتریس های مربوط به این گیت ها در 

ادامه آورده شده است.

اگر U، یک گیت تک کیوبیتي، با نمایش ماتریسي 

باشد، آنگاه، گیت U کنترلی20، گیتي است که بر دو کیوبیت اثر مي کند 
به طوری که کیوبیت اول، کیوبیت کنترل و کیوبیت دوم، کیوبیت هدف 
است. اگر کیوبیت کنترلي برابر > 1|  باشد، گیت یکانيU بر روي کیوبیت 
هدف اعمال مي شود و اگر کیوبیت کنترل، > 0| باشد، کیوبیت هدف 
بدون تغییر باقي مي ماند. نمایش ماتریسی این گیت به صورت زیر است:

گیت معکوس کننده-کنترليCNOT ،21، یک گیت دوکیوبیتي است. 
کیوبیت اول، در نقش کنترل و کیوبیت دوم در نقش هدف است. اگر 
کیوبیت کنترل، > 1|باشد، CNOT، کیوبیت هدف را معکوس مي کند و 
اگر کیوبیت کنترل، > 0| باشد، کیوبیت هدف بدون تغییر خارج مي شود. 
به  عبارت  دیگر، خروجي دوم، XOR کیوبیت کنترل و هدف مي باشد. 

نمایش مداري گیت CNOT به صورت زیر است:

شکل )1( نمایش مداري گیت CNOT را نشان مي دهد.

CNOT شکل1: نمایش مداري گیت
گیت هایCKU، بر روی k کیوبیت کنترل و یک کیوبیت هدف عمل 
 U کیوبیت کنترل در حالت > 1|  باشند، گیت k می کنند. وقتی که تمام

به کیوبیت هدف اعمال می شود.
درایه هاي خارج  نامیده مي شود چنانچه  قطري  مربعي،  ماتریس  یک 
از قطر اصلي آن صفر باشند. یک گیت قطري که بر روي n کیوبیت 
نماد   با  و  دارد  قطري   2n*2n یکاني  ماتریس  یک  مي شود  اعمال 
ماتریس های  به  می تواند  مربعی  ماتریس  یک  مي شود.  داده  نمایش 
مربعی کوچک تری با اندازه های مساوی تقسیم شود که بلوک خوانده 
می شوند. اگر بلوک های خارج از قطر اصلی صفر باشند، ماتریس قطری 

بلوکی خوانده می شود.
یک مالتی پلکسرکوانتومی ]m ،]10 کیوبیت هدف و  s = n-m کیوبیت 
انتخاب دارد و 2s ترکیب مختلف خطوط انتخاب مشخص می کنند که 
چه گیت کوانتومی متفاوتی به خطوط هدف اعمال شود. این مجموعه 
کنترلی  یکنواخت  به طور  گیت های  عنوان  با   ]11[ در  گیت ها، 
چندکیوبیتی22 نامیده و به صورت   نمایش داده می شوند 
که در آن مجموعه τ کیوبیت های هدف را مشخص می کند. در حالتی 
که کیوبیت های انتخاب باارزش ترین کیوبیت ها باشند، مالتی پلکسرهای 
کوانتومی یک نمایش قطری بلوکی همانند رابطه )1( دارند که در آنها 
، بلوک های روی قطر اصلی هستند و هر ،

  یک ماتریس یکانی 2m*2m است.

                        

   )1( 

یک خط انتخاب در یک مالتی پلکسرکوانتومی همان گونه که در ]10[ 
استفاده شده است، با  نمایش داده می شود. اگر تنها یک خط انتخاب 
داشته باشیم، رابطه )1( به شکل رابطه )2( در خواهد آمد که در این 

نماد  با  را   U  )2m(ماتریس صورت 
نمایش می دهیم. اگر کیوبیت اول در حالت> 0|  باشد، بر روی کیوبیت 
اعمال   U1 بر روی کیوبیت دوم  باشد،  اگر در حالت> 1|   و   ،U0 دوم 

می شود.
                                                            )2(

گیت هاي  و  داریم   )t نام  )با  هدف  کیوبیت  یک  تنها  که  حالتي  در 
باشند،    Rp  ،t هدف  خط  در  شده  اعمال  کوانتومي 

مالتي پلکسرکوانتومي، Rp مالتي پلکس شده نامیده می شود.
2-2-3- مدارهاي کوانتومي

گیت های  از  مداری  مدل  کوانتومي،  محاسبات  مدل هاي  از  یکي 
کوانتومی است. در این مدل، محاسبات کوانتومي با مدارهاي کوانتومي 
نمایش داده مي شوند. یک مدار کوانتومي، از مجموعه اي از سیم هاي 
افقي )کیوبیت ها( و یک توالي از گیت هاي کوانتومي تشکیل مي گردد. 
اولیه  در این مدل، یک ثبات کوانتومي در یک وضعیت تعریف شده 
قرار مي گیرد. وضعیت آن با یک سري اعمال یکاني )گیت ها( بر روي 
برسیم. سپس  نهایي  به یک وضعیت  تا  تغییر مي کند  اولیه  وضعیت 
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اندازه گیري مي شود. یک مدار  وضعیت نهایي در پایه هاي محاسباتي 
کوانتومي همواره از چپ به راست ارزیابي مي شود؛ بنابراین حرکت از 
چپ به راست در یک مدار کوانتومي به معناي حرکت به جلو در زمان 
است ]12[. محاسبات کوانتومي که با مدارهای کوانتومی مدل شده، در 

شکل )2( نشان داده شده است.

شکل 2:محاسبات کوانتومي که با مدارهاي کوانتومي مدل شده است.]21[
مدارهای کوانتومی تفاوت بسیاری با مدارهای کلاسیک دارند از جمله:
مدارهای کوانتومی فاقد هرگونه دور23 و گنجایش خروجی24 هستند.

در مدارهای کوانتومی، تعداد کیوبیت های ورودی با تعداد کیوبیت های 
خروجی همیشه یکسان بوده و پیش از عمل اندازه گیری، می توان از 

حالت خروجی به حالت ورودی دست یافت.
2-2-4- انواع کتابخانه های گیت های کوانتومی

چندین کتابخانه از گیت هاي کوانتومي براي سنتز مدارهاي کوانتومي 
معرفي شده اند که معروف ترین آنها عبارتند:

کتابخانه گیت هاي پایه اي  که از گیت هاي CNOT و کلیه گیت هاي 
کوانتومي تک کیوبیتي تشکیل شده است.

کتابخانه گیت هاي ابتدایي  که از گیت هاي CNOT و گیت هاي دوران 
تک کیوبیتي تشکیل شده است.

  T و P ،H ،CNOT که از گیت های )CTL(25 T+ کتابخانه کلیفورد
تشکیل شده است. این کتابخانه یک کتابخانه ی تقریباً جهانی هست. 

2-2-5- معیارهای ارزیابی مدار کوانتومی
تعداد گیت های تک کیوبیتی و CNOT: تعداد گیت هایی که برای 
سنتز منطقی مورداستفاده قرار میگیرند، معیاری برای ارزیابی روش های 
سنتز منطقی است. به طورکلی بر اساس کتابخانه های تعریف شده، در 
گیت  و  تک کیوبیتی  گیت های  شامل  هزینه  این  کوانتومی  مدارهای 

CNOT تولید شده است.
هزینه ی کل گیت ها: این معیار برابر با تعداد کل گیت های تولیدشده 

در روش سنتز منطقی مدارهای کوانتومی است.
پایه اي که در یک مدار کوانتومی مي توانند  عمق مدار: گیت هاي 
باهم اجرا شوند به عنوان یک سطح منطقي26 در نظر گرفته مي شوند  
]13[. تعداد سطوح منطقي یک مدار، عمق منطقي مدار27 نامیده 
مي شود. عمق یک مدار کوانتومی C، نشان داده شده با D C، می تواند 
از رابطه )3( به دست آید که در آن، T Cتعداد کل گیت ها و PC تعداد 

گیت هایی در مدار C که موازی هستند را نشان می دهد.

                                                                    )3( 

کیوبیتي  دو  گیت  یک   :)NNC( همسایه  نزدیک ترین  هزینه 
و  کنترل  کیوبیت  آن  در  که  بگیرید  نظر  در  را   g نظیر  کوانتومي 
کیوبیت هدف به ترتیب بر روي خط cام و خط t ام مدار قرار گرفته 
. در این صورت NNC28 براي این گیت به صورت  است
این  بر  هدف(.  و  کنترل  کیوبیت های  بین  )فاصلة  مي شود  تعریف 
اساس، NNC براي یک مدار به صورت حاصل جمع NNC گیت ها 

خواهد بود.
تعداد گیت T 28: تعداد کل گیت های T استفاده شده در مدار کوانتوم 

است.

عمق گیت T 29: تعداد لایه های گیت T در مدار است، جایی که 
یک لایه شامل عملیات کوانتومی است که می تواند به طور هم زمان 

انجام شود.
تعداد کیوبیت)خطوط( کمکی30: خطوط کمکی، خطوطی هستند 
علاوه بر ورودی و خروجی اصلی تابع موردنظر به مدار اضافه می شوند 

و بر مبنای کاربرد به دو دسته تقسیم می شوند:
اضافه  مدار  به  کمکی  کیوبیت های  که  است  حالتی  نخست  1-دسته 
معکوس پذیر  تابع  یک  به  را  معکوس ناپذیر  تابع  یک  تا  می شوند 
تبدیل کنند. در این حالت می توان حداقل و حداکثری برای مقدار 
کیوبیت های کمکی موردنیاز برای معکوس کردن مدار، در نظر گرفت.

به  است؛  موردنظر معکوس پذیر  مدار  است که  2- دسته دوم حالتی 
 عبارت  دیگر با همان تعداد ورودی)خروجی( می توان مدار را سنتز 
کرد؛ اما کیوبیت های کمکی به دلایل مختلفی چون کاهش هزینه 
کوانتومی]14[، ]15[ و کاهش عمق]16[ به مدار اضافه می شوند و 

در الگوریتم های سنتز]13[ و یا بهینه سازی از آن استفاده می شود.
مثال1: در شکل)3( یک مدار ساده ازنظر هزینه کوانتومی و نیز فشرده 
است]17[.  شده  داده  نشان  جمع کننده  تمام  برای  عمق  ازنظر   شده 
هزینه  شده اند.  جدا  یکدیگر  از  نقطه چین  با  مدار  منطقی  سطوح 
آنکه  به دلیل  برابر 6 و عمق آن معادل 4 است.  این مدار  کوانتومی 
تعداد کیوبیت های درگیر در خط چهارم مدار برابر 4 است، عمق 4 در 
این مدار بهینه خواهد بود. NNC این مدار برابر عدد 3 است. در این 
مدار یک کیوبیت کمکی برای معکوس پذیر کردن تابع استفاده شده 
 G و x است. تعداد خروجی اصلی این مدار 2 است، بنابراین 2 خروجی

به عنوان خروجی بدون استفاده در نظر گرفته می شوند.

شکل 3:مدار ساده شده ازنظر هزینه با سطوح منطقی فشرده شده برای یک تمام 
جمع کننده]71[
2-2-6- مساله بهینه سازی چند هدفه 

یک مساله بهینه سازی چندهدفه31 را می توان را به شکل زیر فرمول بندی 
کرد:

که در آن x برداری از m متغیر  است، X فضای تصمیم گیری است، هر 
مؤلفه از)X(F، یک تابع هدف32 است و )g)X برداری از k محدودیت33 
 Xf را تعریف می کند. هر نقطه از ، 

است که یک ناحیه ممکن34
یک جواب ممکن35 است.

طبق این تعریف، یک مسئله بهینه سازي مقید داراي مجموعه اي از متغیرها
بهینه سازي36 شناخته  متغیرهاي  به عنوان  که  است 
)F)t با نام تابع هدف بر روي متغیرهاي بهینه سازي اعمال  مي شوند. تابعی 
مي شود و این تابع بایستي کمینه گردد. همچنین، مجموعه اي از قید ها 
(بر روي متغیرهاي  یا  مي توانند به صورت تساوي )=( و یا نامساوي )
به ترتیب به عنوان  بهینه سازي اعمال شوند. مجموعه هاي
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به عنوان   مي توانند  که  هستند  متغیرهاي   دامنه های 
قیدهای دامنه اي )یا محدودیت( در مسئله بهینه سازي مقید بیان شوند. 
این نکته لازم است عنوان شود که محدودیت را مي توان در برخي موارد 
به صورت قید هاي تساوي و یا نامساوي نیز بیان کرد. به عنوان  مثال، 
نا مساوي قید  به صورت  مي توان  را   Xi متغیر بودن  نامنفي  محدودیت 

 نوشت. در بهینه سازی چند هدفه، هدف بهینه سازی هم زمان 

بیشتر از یک تابع هدف مختلف و گاه متضاد است. یکی از روش های 
حل بهینه سازی چند هدفه، پیدا کردن مجموعه ی جواب بهینه پرتو  
است که در آن مجموعه جواب های غیرغالب در تمام فضای جستجو 
ارائه می شود. یک جواب غیرغالب خوانده می شود اگر مقدار هیچ  یک از 
توابع هدف آن نتواند بدون خراب کردن برخی دیگر از توابع هدف بهتر 

شود.

3- روش هاي سنتز منطقی مبتني بر روابط ریاضي
حوزه محاسبات کوانتومي مدرن، با کشف توزیع کلید کوانتومی37]18]، 
بیت کلاسیک و یک  به کمک دو  بیت کوانتومي  ارسال یک  توانایي 
توانایي  و  کوانتومي]19]38(  دور  راه  از  )مخابره  تنیدگي  درهم  بیت 
ارسال دو بیت کلاسیک با ارسال یک بیت کوانتومي و یک بیت درهم 
تنیدگي )کدگذاري چگال کوانتومي39 ]20]( آغاز شد. سپس محققین، 
تلاش هاي عمیق تری براي ترکیب منابع مخابرات کلاسیک، مخابرات 
جدید  پروتوکل هاي  فرمول بندي  براي  درهم تنیدگي  و  کوانتومي 

کوانتومي انجام دادند.
برای درک مفهوم سنتز در مدارهای کوانتومی می توان آن را با مسئله ی 
سنتز مستقل از تکنولوژی40 در دنیای کلاسیک هم ارز دانست. در دنیای 
کلاسیک هنگامی که در سطح بالا توصیفی از عملکرد مدار وجود داشته 
باشد، در اولین گام سعی می شود با استفاده از کتابخانه ی گیت های 
پایه ی کلاسیک )مانند AND( این توصیف را بیان کرده و تا حد امکان 
با توجه به محدودیت های مداری و بدون در نظر گرفتن بستری که مدار 
در آن پیاده سازی خواهد شد، آن را ساده سازی کرد. مشابه این تعریف 

در دنیای کوانتوم با عملگرهای کوانتومی امکان پذیر است. 
همان طورکه پیش تر گفته شد، روش های سنتز مدارهای کوانتومی به 
دو دسته مبتنی بر تجزیه و مبتنی بر ترکیب تقسیم می شوند. در روش 
مبتنی بر ترکیب از الگوریتم های تکاملی استفاده می شود. الگوریتم های 
تکاملی از روش ها و عملیات ابتدایی برای حل مساله استفاده می کنند 
و در طی یک سری از تکرارها به راه حل مناسب برای مسئله می رسند. 
این الگوریتم ها غالباً از یک جمعیت حاوی راه حل های تصادفی شروع 
مجموعه  کردن  بهتر  در  سعی  تکرار  مرحله  هر  طی  در  و  می کنند 
راه حل ها دارند. در آغاز کار تعدادی از اعضای جامعه به صورت تصادفی 
حدس زده  شده، سپس تابع هدف یا برازندگی برای هر یک از این اعضا 
محاسبه و نخستین نسل ایجاد خواهد شد. اگر هیچ  یک از معیارهای 
خاتمه بهینه سازی دیده نشوند، ایجاد نسل جدید آغاز خواهد شد. اعضا 
می شوند.  انتخاب  فرزندها  تولید  برای  شایستگی شان  میزان  برحسب 
را  فرزندان  بازترکیب  و  می شوند  محسوب  والدین  به عنوان  افراد  این 
تولید می نمایند. سپس تمامی فرزندها با یک مقدار معینی از احتمال، 
میزان شایستگی  اکنون  ژنتیکی می یابند.  تغییر  یعنی همان جهش، 
)برازندگی( فرزندان تعیین و در اجتماع جایگزین والدین شده و نسل 
از  یکی  تا  تکرار می شود  آنقدر  این چرخه  ایجاد می نمایند.  را  جدید 
معیارهای پایان بهینه سازی کسب شود. این روش ها از نظر یافتن به 
نظر  در  امکان  و  بهینه سازی شده،  کاردبرد خاص  با  کوانتومی  مدار 

گرفتن هم زمان چند معیار بهینه سازی حائز اهمیت هستند.

یکی از مشکلاتی که در سنتز منطقی کوانتومی مبتنی بر ترکیب وجود 
دارد محدود بودن تعداد کیوبیت ها است، چون فضای جستجوی بسیار 
بزرگی برای یافتن جواب بهینه وجود دارد و ارزیابی تابع برازندگی برای 
هر جواب نامزد به زمان زیادی نیاز دارد، به طور یکه در پژوهش هایی 
که تا کنون انجام شده، این نوع سنتز روی مدارهایی با حداکثر  تعداد 

5 کیوبیت جواب می دهند]6[.
نیز  و  کوانتومي  گیت هاي  و  مدار  ماتریسي  ویژگي هاي  از  استفاده  با 
تعریف گیت هاي خاص و روش هاي تجزیه آنها با توجه به روش هاي 
تجزیه ریاضي، ماتریسِ مدار موردنظر به دسته ماتریس هاي خاص که 

همان گیت هاي کوانتومي هستند، تجزیه مي شود.
در این بخش، مروري بر انواع مختلف روش های سنتز مبتنی بر ریاضی 

صورت مي گیرد. 
3-1-استفاده از تجزیه QR در جبر خطي

مقاله ]21[ نشان می دهد که تکنیک های استاندارد جبر خطی عددی 
را می توان برای نمایش محاسبات کوانتومی به عنوان دنباله ای از عملیات 
کوانتومی ساده که عملگرهای داده های کوانتومی نامیده می شوند، روی 
گیت های  تعداد  درنتیجه  کرد.  استفاده  کوانتومی  تک کیوبیت های 

CNOT در مرتبه  حاصل می گردد.
3-2- استفاده از بیش ترین کران پایین

مقاله ]22[، مدارهای کوانتومی ارائه می دهد که یک عملگر واحد دو 
کیوبیتی دلخواه را تا یک فاز جهانی شبیه سازی می کند. برای چندین 
کتابخانه گیت کوانتومی، ثابت می کند که شمارش گیت ها در بدترین 
و متوسط حالت بهینه است به این معنا که بیش ترین کران پایین42 
با  می باشد. ذخیره سازی  برای تعداد CNOTها برابر 
موقت استفاده نمی شود زیرا پیاده سازی فیزیکی گران است. با مشخص 
در  مقادیر محاسبه شده  فاصله  امکان محاسبه  مرزي  این حد  شدن 
روش هاي معرفي شده تا حالت بهینه شناخته شده تا کنون )یعني سنتز 

با کم ترین تعداد CNOT( میسر شده است. 
CS 3-3- روش تجزیه

تجزیه CS ]23] براي ماتریسِ دلخواه یکان 2n*2n با نام U، با استفاده 
از رابطه )4( انجام مي شود که در این رابطه ماتریس هاي R1 ،L2 ،L1 و 
R2 ماتریس هاي یکاني 2n-1*2n-1 و C و S ماتریس هاي  2n-1*2n-1 یکاني 

قطري با مقادیر حقیقي هستند به طوري که .
                               

)4(

سمت چپ و راست رابطه )4(، گیت های به طور یکنواخت کنترلی چند 
کیوبیتی هستند. ماتریس میانی، ساختار یکسانی با گیت Ryمالتی پلکس 
شدهای دارد که کیوبیت هدف آن با ارزش ترین کیوبیت است. از این رو 

نمایش مداری این تجزیه همانند شکل )4(است.

]32[ SC شکل 4: شکل مداری تجزیه
CSD 3-4- روش سنتز

 43 CSD در روش معرفی شده در ]24] الگوریتم سنتزي تحت عنوان
پیشنهاد شده است که از روش تجزیه CS براي تجزیه ماتریس دلخواه 
به صورت   CS تجزیه  الگوریتم،  این  در  استفاده مي کند.   U )2n(یکانی
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چندکیوبیتی  کنترلی  یکنواخت  به طور  گیت های  روي  بر  بازگشتي 
در رابطه )4( اعمال مي شود و تا زماني که همه گیت ها به گیت هاي 
به طور یکنواخت کنترلی تک کیوبیتی تبدیل شوند، روند بازگشتي ادامه 
مي یابد. روند سنتز روش CSD به طور دقیق تر در رابطه )5( نشان داده 
شده است. در این رابطه ) γ(i تابع خط کش44 معرفی شده در]24[ است. 
γ(i (+1 محل کم ارزش ترین بیت غیرصفر را در نمایش دودویي i  نشان 

مي دهد.
          )5(

گیت هایی که در رابطه )5( ظاهر شده اند، مي توانند با استفاده از رابطه 
 CNOT 6( تجزیه و به سه گیت با اندازه هاي کوچک تر و یک گیت(
تبدیل شوند. در این رابطه گیت CNOT با نماد Cc,t نشان داده  شده که  
c و t به ترتیب محل بیت کنترلي و بیت هدف را مشخص مي کنند.  

نمایش این تجزیه در  شکل )5( نشان داده شده است. 

        )6(

شکل 5: روند بازگشتی تجزیه مربوط به رابطه )5( ]42[
به طور  گیت   2n-1با مداري  بازگشتي،  به صورت   )6( رابطه  ادامه  با 
به دست  قطري   گیت  یک  و  تک کیوبیتی  کنترلی  یکنواخت 
مي آید. گیت  قابل تجزیه به مداري با 2n-2 گیت CNOT وگیت 

تک کیوبیتی است]25[. 

شکل6: تجزیه یک گیت قطری بلوکی با چهارکیوبیت]52[
در شکل )6( تجزیه گیت به طور یکنواخت کنترلی تک کیوبیتی با چهار 

کیوبیت نشان داده شده است. 
گیت ظاهر شده در انتهای تجزیه گیت قطری بلوکیU، با زنجیرهای 

از گیت های قطری بلوکی همانند شکل)7( قابل پیاده سازی است.

شکل 7: تجزیه گیت قطری ]52[
در ]24[  به منظور کاهش تعداد گیت هاي CNOT، با معرفي رابطه)7( 
و جایگذاري آن در رابطه )5( و نیز ادغام گیت هاي  با گیت هاي 

به طور یکنواخت کنترلی مجاورشان، رابطه )8( به دست آمده است. 
                                 )7( 

       )8( 

 CS با شروع از تجزیه CSD همان طور که مشاهده می شود، در روش
کنترلی  یکنواخت  به طور  گیت هاي  بازگشتي،  به صورت  آن  ادامه  و 
تک کیوبیتی تولید می شوند. روش تجزیه اي براي این دسته از گیت ها 
گیت هاي  و   CNOT گیت هاي  به  را  آن ها  که  است  شده  معرفي 
ارائه  با  مي کند.  تبدیل  پایه اي(  گیت هاي  )کتابخانه  تک کیوبیتي 
راه کارهایي هزینه مدار تولیدشده با کاهش تعداد گیت ها بهبود پیدا 

می کند. 
 CSD از روش سنتز  استفاده  با  تجزیه مدار سه کیوبیتی  از  نمایشی 
در شکل )8( نشان داده شده است. زنجیره گیت های R z در انتهای 
مدار تجزیه گیت قطری  را نشان می دهد. نماد  در این شکل 
به منظور نمایش گیت های هدف در گیت های  که در بالا 

معرفی شدند به کار رفته است.  
تعداد CNOTهای هر گیت به طور یکنواخت کنترلی تک کیوبیتی برابر 
با  2n-1-1 و تعداد تک کیوبیتی های آنها برابر با 2n-1  است. برای محاسبه 
تعداد  است  کافی  روش  این  در  تولیدشده  کل  های   CNOT تعداد 
گیت های به طور یکنواخت کنترلی تک کیوبیتی را در تعداد گیت های 
گیت  تعداد  با  را  به دست آمده  عدد  و  کرده  ضرب  هرکدام   CNOT
تا هزینه  انتهای مدار جمع کنیم  CNOT گیت قطری تولیدشده در 
نهایی مدار حاصل شود. با بهینه سازی که در ]13] معرفی شده، تعداد 
CNOTها یک واحد و تعداد تک کیوبیتی ها n واحد بیشتر کاهش یافته 
و به ترتیب به صورت     و   

محاسبه می شوند. 

 QSD 3-5- روش سنتز
در مقاله ]10[، ماتریس های قرارگرفته در سمت راست و نیز سمت 
داد.  نشان  گیت   با  مي توان  را   )5( رابطه  چپ 
به علاوه، ماتریس میاني نشان داده شده در این رابطه برابر است با گیت 
نمایش گیتي خود مي تواند  در   )5( رابطه  ترتیب  بدین   .

به صورت رابطه )9( نوشته شود. 
         

)9(

در]8] نشان داده شده است که هر ماتریس قطري بلوکي مي تواند به 
رابطه )10( تجزیه شود. 

                      )10( 

ماتریس هاي V و  به صورت زیر از U1 و  U2 به دست مي آیند.

   و V مي توانند از U1 و  با روش استاندارد قطري سازي ]25] 
استخراج شوند. همچنین . در رابطه )11( نمایش این 

رابطه با گیت، نشان داده شده است.

                 )11( 
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عمل تجزیه این ماتریس ها در شکل )9( نشان داده  شده و این عمل 
تجزیه دي مالتي پلکس کردنِ  یک مالتي پلکسر نامیده شده است.

]42[ DSC  شکل 8: مثالی از تجزیه گیت سه کیوبیتی با روش

شکل 9: نمایش مداري رابطه )11(]8[

شکل 10: روش سنتز DSQ برای   ]8[

شکل 11:  تجزیه گیت ،قطري بلوکي بر روي دو کیوبیت ]8[
با جایگذاري رابطه )11( در رابطه )9( رابطه )12( به  دست مي آید که 
عمل QSD 45 را نشان مي دهد. این رابطه بازگشتي تا ادامه داده مي شود 
 ،CNOT با سه گیت و مدار بهینه به دست آمده براي )U)4 در]24]  

به جای آن قرار داده مي شود. 
U)2n(= U)2n+1(F1

n+1)Rz(U)2n+1( F1
n+1)Ry( U)2n+1( F1

n+1 )Rz( U)2n+1(        )12(        
در شکل )10( روش سنتز QSD نشان داده شده است. به این ترتیب 
ماتریس)2n(U به چهار ماتریس)U)2n-1 و سه گیت  
از   QSD روش  در  می شود  مشاهده  همان طورکه  می شود.  تبدیل 
گیت هاي R z و R y مالتی پلکس شده براي سنتز مدار استفاده مي شود. 
روش معرفی شده براي سنتز گیت هاي فوق در ]8] در ادامه بررسي 
مي شود. تجزیه گیت R k قطری بلوکی بر روي دو کیوبیت در شکل 

)11( نشان داده شده است که در این شکل  مي باشد.
رابطه  طرف  دو  به  انتخاب  کیوبیت  افزودن  و   )11( شکل  تعمیم  با 

مي توان به شکل )12( رسید.    

]8[ R k شکل 12: تجزیه بازگشتي گیت قطري بلوکي
نهایي  تجزیه  به  مي توان  یکدیگر  در  شکل ها  بازگشتي  جایگذاري  با 

. ]62[ DSCشکل 14: مدار حاصل از سنتز سه کیوبیتي با روش

گیت قطري بلوکي R k رسید. مدار نهایي تنها از گیت هاي CNOT و 
گیت هاي تک کیوبیتي تشکیل شده است. مثالي از این تجزیه براي با 4 

کیوبیت در شکل )13( نشان داده شده است.  
 لازم به ذکر است که تجزیه نشان داده  شده در شکل)13( و حالت هاي 
تجزیه  وارون  جایگذاري  با  بنابراین  است.  متقارن46  آن  تعمیم  یافته 
بلوکي دوم در شکل)13( )همان طورکه در مدار  به جای گیت قطري 
سمت راست مشاهده مي شود(، مي توان تعدادي گیت CNOT را در 
هر مرحله جایگذاري حذف کرد. تعداد CNOT هاي نهایي براي گیت 
قطري بلوکي R k برابر 2m مي باشد که m تعداد کیوبیت هاي انتخاب را 

در گیت قطري بلوکي مورد نظر نشان مي دهد. 
موضوع مهمی که باقی می ماند این است که سطحی47 انتخاب شود که 
در آن بازگشت مجدد متوقف شود و موارد پایانی با تکنیک های هدف 

خاص رسیدگی شود.

شکل 13: تجزیه گیت قطري بلوکي بر 4 کیوبیت ]8[

نیاز  مورد   CNOTحداقل تعداد گیت های  C j بنابراین، فرض می شود 
برای پیاده سازی یک عملگر یکانی j کیوبییتی با استفاده از برخی از 
الگوریتم های سنتز مدار کوانتومی باشد. با توجه به شکل )10(، رابطه 

)13( برای C j  تعریف می شود:
                                                 )13( 

 اکنون می توان این روش سنتز را به صورت بازگشتی اعمال کرد که 
با تکرار نابرابری فوق مطابقت دارد. اگر عملگرهای l- کیوبیتی ممکن 
شوند،  پیاده سازی   CNOT تعدادگیت های  از  استفاده  با  است 

می توان نابرابری زیر را برای  از طریق القاء اثبات کرد.

                                     )14(
و درمقاله ]8]،  و  برای عملگرهای تک کیوبیتی و 

 برای عملگرهای دوکیوبیتی در نظر گرفته است.  

با بهینه سازيهایی که بر روي این روش انجام مي شود، یعنی با حذف  
 و اضافه کردن   در رابطه بازگشتی)14( با در 
  QSD ها براي روش CNOT تعداد نظر گرفتن حالت ، 

در رابطه )15( به دست می آید. 
                                      

   )15(

نیاز  مورد  تک کیوبیتی  گیت های  تعداد  حداقل   S  j می شود  فرض 
برای پیاده سازی یک عملگر یکانیj کیوبییتی با استفاده از برخی از 
 S jالگوریتم های سنتز مدار کوانتومی باشد، رابطه بازگشتي )16( برای

تعریف می شود: 
                                            )16( 

اکنون می توان این روش سنتز را به صورت بازگشتی اعمال کرد که 
با تکرار نابرابری فوق مطابقت دارد. اگر عملگرهای l- کیوبیتی ممکن 
است با استفاده از تعدادگیت های تک کیوبیتی پیاده سازی شوند، 

می توان نابرابری زیر را برای S n از طریق القاء اثبات کرد.

                            
 )17(
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در این قسمت l =2 و Cl=7 برای عملگرهای تک کیوبیتی در نظر گرفته 
است. به طور مشابه  و با انجام بهینه سازی هایی بر روی رابطه بازگشتی 
)17(، تعداد گیت های تک کیوبیتی براي روش QSD  در رابطه )18( 

به دست می آید. 
                                                 )18(

همه  است.  داده   NNC معیار  درباره  مختصری  توضیح  مقاله]8[، 
گیت های CNOT که از این سنتز به دست آمده اند، دو کیوبیتی هستند. 
گیت هایی که کیوبیت هدف و کنترل در مجاورت همدیگر قرار دارند 
یعنی مقدار فاصله شان )k( برابر با یک است، مقدار NNC شان برابر با 
صفر است. اما در شکل )n-k ،)13 2 گیت های CNOT دو کیوبیتی با 
طول k وجود دارد، پس NNC هر کدام از این نوع گیت CNOT برابر  
k-1 می باشد. درنهایت هزینه NNC کل مدار برابر با مجموع NNC تک 

تک گیت های CNOT می باشد.
 BQD 3-6- روش سنتز

با ترکیب دو روش  QSD و CSD روش جدیدي به  در مقاله ]26[، 
 CNOTگیت هاي تعداد  بین  را  موازنه اي49  که  شده  ارائه   BQD48 نام 
و تعدادگیت هاي تک کیوبیتي فراهم مي کند. در این روش، ابتدا سنتز 
بازگشتي QSD براي سنتز ماتریس )U)2n مورد استفاده قرار مي گیرد، 
QSD متوقف  (،سنتز  (l تجزیه   تعیین سطح  با  ادامه  سپس در 
با  سنتز  بازگشتي  الگوریتم  روند  در  باقیمانده  ماتریس هاي  و  شده 
استفاده از روش CSD سنتز شده و بهینه سازي هایي که در روند سنتز 
بدین  اعمال شده  بهینه سازي هاي  لحاظ شده اند، جایگزین مي شوند. 
ترتیب هستند که مي توان گیت هاي قطري را که در ماتریس هاي 
یکاني l کیوبیتي سنتز شده به روش CSD تولید مي شوند از خطوط 
عبور داده و با  کنترلي گیت هاي Rp مالتي پلکس شده 

ماتریس هاي مجاور ادغام نمود. 

شکل 15: مدار حاصل از سنتز پنج کیوبیتي با روش DQB با فرض سطح تجزیه ]62[

در این مقاله، مدار حاصل از سنتز یک ماتریس یکاني l کیوبیتي به 
روش CSD که گیت قطري از آن مدار حذف شده است با نام بلوک 
پایه  l کیوبیتي بیان شده است. در این مقاله، یک بلوک پایه l کیوبیتي 
با نماد  )2 l(Cمشخص مي شود. به طور مثال در شکل )14(، بلوک پایه 
سه کیوبیتي به صورت )C)2 3  مشخص شده است. شکل  نتیجه حاصل 
با فرض سطح   BQD با روش  را  پنچ کیوبیتي  از سنتز گیت دلخواه 
تجزیه  L= 3 نشان مي دهد. در شکل )15( هر یک از بلوک هاي پایه 

سه کیوبیتي با C نمایش داده مي شوند.
 IBQD 3-7- روش سنتز

در ]27]، یک روش بهبود یافته پارامتري براي سنتز مدارهاي کوانتومي 
مبتني بر روش BQD با نام IBQD50 معرفي شد. روش IBQD یک روش 
  CSD،QSD پارامتري و کلي سنتز است که روش هاي پیشین از جمله
و BQD حالت هاي خاصي از آن مي باشند. دو تابع هزینه کوانتومي و 
عمق براي مدارات تولیدشده در فضاي جواب توسط این روش بر حسب 
پارامترهاي روش محاسبه و سنتز با یافتن جواب هاي بهینه مربوط به 
این توابع هزینه انجام شد. نشان داده شد روش IBQD موازنه اي بین 
هزینه کوانتومي و عمق مدار ایجاد مي کند. براي سنتز چهارکیوبیتي، 
IBQD در مقایسه با روش هاي CSD ، QSD و BQD کم ترین هزینه 
کوانتومي را تولید مي کند. نقاط کمینه براي هزینه عمق مدار در حالتي 
با  رخ مي دهد. همچنین  است،   QSD روش  معادل   IBQD روش  که 

توجه به این که مساحت مدار تابعي از معیار هزینه کلي گیت و زمان 
اجراي مدار تابعي از عمق مدار است، لذا مجموعه جواب هاي به دست 
آمده در روش IBQD موازنه اي بین مساحت و زمان اجراي مدارهاي 

سنتز شده ایجاد مي کنند. 
به علاوه، روش IBQD مي تواند نتایج بهتري از لحاظ هزینه کوانتومي و 

عمق مدار نسبت به روش BQD تولید کند.
3-8- سنتز مدار کوانتومی مبتنی بر بهینه سازی شبکه منطقی

در مقاله ]28]، از طریق بهینه سازی شبکه منطقی برای کاهش دادن 
معیار عمق T مدارهای کوانتومی استفاده کرده است. عمق ضربی یک 
تعداد  بزرگ ترین   ، پایه  گیت های  روی  بر  منطقی  شبکه 
گیت های  در هر مسیر از ورودی اولیه تا خروجی اولیه در شبکه است. 
به این منظور یک الگوریتم سنتز منطقی مبتنی بر برنامه نویسی پویا را 
برای کاهش عمق ضربی شبکه های منطقی را پیشنهاد داده است که 
از شمارش برش51، تعادل درخت52 و نمایش های مجموع حاصل ضرب 
برای  الگوریتم  این  همچنین  می کند.  استفاده   53  )ESOP(انحصاری
رمزنگاری و محاسبات کوانتومی کاربرد دارد، که در آن کاهش معیار 
عمق ضربی مستقیماً به کاهش معیار عمق T مدار کوانتومی مربوطه 
ترجمه می شود. نتایج تجربی این مقاله بهبودهایی در معیار عمق T را 
نسبت به روش های پیشرفته بهینه سازی شده با دست در تعدادی از 
مدارهای کوانتومی به عنوان  مثال، SHA ،AES و محاسبات ممیز شناور 

نشان می دهد.
3-9- سنتز مدار کوانتومی با قابلیت تحمل پذیری اشکال

در  کلاسیک  محاسبات  از  بیشتر  کوانتومي  سیستم های  که  آنجا  از 
معرض خطا هستند، مدارهاي کوانتومي با قابلیت تحمل پذیری اشکال 

54براي پیاده سازی عملي موردنیاز هستند. 

ورودی  یکانی  عملگر  ابتدا  در  اشکال،  تحمل پذیر  تعریفِ سنتز  طبق 
از  پس  و  می شود  تجزیه  سنتز،  معمولی  روش های  از  یکی  کمک  با 
تجزیه   CTL مجموعه ی  به  تولیدشده  تک کیوبیتی  گیت های  آن 
می شوند. بسیاري از کدهاي تصحیح اشکال کوانتومي ]29[ تا ]32[ 
ارائه  شده اند که از  براي ممکن ساختن محاسبات تحمل پذیر اشکال 
می کنند.  استفاده   T و  کلیفورد  گیت های  حاوي  کتابخانه  گیت های 
برخي پژوهش های اخیر در حوزه سنتز کوانتومي نیز به سنتز کوانتومي 
تا  باهدف تحمل پذیری اشکال مي پردازند. در این پژوهش های ]32[ 
از کتابخانه  با استفاده  ]36[ سنتز منطقی مدارهای کوانتومي عمدتاً 

گیت های کلیفورد و T صورت مي گیرند.
همان طورکه گفته شد، کتابخانه کلیفورد و T یک کتابخانه ی تقریباً 
این  محدودیت  کاهش  برای  که  راهکارهایی  از  یکی  هست.  جهانی 
افزودن  یعنی  است]34[،  آن  گسترش  است،  شده  ارائه  کتابخانه ی 
گیت های جدید به کتابخانه. این عمل سبب می شود در صورت وجود 
این گیت ها در مدار کوانتومی بدون خاصیت تحمل پذیر اشکال نیازی 
به سنتز آن نباشد. همین امر سبب بهبود هزینه های این سنتز خواهد 
شود. حتی باوجود گسترش کتابخانه بازهم امکان تجزیه ی دقیق یک 

گیت دلخواه به گیت های کلیفورد و T، وجود ندارد.
CTL 3-9-1- انواع سنتز بر پایه کتابخانه

سنتزهای مختلفی که بر روی کتابخانه CTL انجام شده اند، به دو دسته 
تقسیم می شوند:

تجزیه ی  معمول  به طور  اشکال  تحمل پذیر  سنتز  در  تقریبی55:  سنتز 
نهایی به صورت تقریبی از عملگر یکانی دلخواه U بیان می شود. در این 
حالت عملگر تجزیه ی عملگر یکانی دلخواه U به صورت زنجیرهای از 
گیت ها طبق )19( نمایش داده می شود، به نحوی V نزدیک ترین پاسخ 

به عمگر U باشد.
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                                                     )19(
   (ε) آستانه ی خطا56   دارند،  یکدیگر  با   V و   U انتها  در  که  فاصله ای 
نامیده می شود. ε یک مقدار تجربی است و برمبنای کاربرد تعریف می شود 

 .[39-37[
راه حلی برای مسئله سنتز تقریب مدار تک کیوبیتی در ]40[ با استفاده 
از جستجوی ناآگاهانه57 برای یافتن مدارهای بهینه پیشنهاد شد. با این 
نظر  به  و  دارد  نیاز  نمایی  اجرای  زمان  به  ناآگاهانه  حال، جستجوی 
  (ε) می رسد که منابع محاسباتی کلاسیک برای مقادیر خطای تقریبی
کمتر 4- 10به آخر می رسد. دقت تقریب را می توان با استفاده از الگوریتم 

Solovay-Kitaev ]41] با دنباله ای از گیت ها به طول 

و با زمان اجرای بهبود بخشید.

 ،T در ]42[، الگوریتمی همراه با پیاده سازی اش که تقریب های بهینه
دوران های Z تک کیوبیتی را با استفاده از مدارهای کوانتومی متشکل 
الگوریتم  است.  شده  ارائه  می کند،  پیدا   Clifford+T گیت های  از 
پیشنهادی قادر به مدیریت اشکال در تقریب تا اندازه 15- 10 است که 
منجر به طرح های مدار تک کیوبیتی بهینه مورد نیاز برای پیاده سازی 

الگوریتم های کوانتومی مقیاس پذیر می شود.
باقابلیت  کوانتومی  مدار  سنتز  برای  کارا  روش  یک  مقاله]34]،  در 
مدار  یک  سنتز  این  ورودی  است.  شده  ارائه  اشکال  تحمل پذیری 
کوانتومی غیر FT و خروجی آن یک مدار FT بهینه  شده برای شش 
PMD58 مختلف است و همچنین از الگوریتم  SKA 59 و جدول  کش60 

برای گردآوری داده های کوانتومی استفاده کرده است. برای ارزیابی این 
 )ops( 61سنتز از دو معیار هزینه استفاده می شود: تعداد عملیات اولیه
و چرخه های اجرای در مسیر بحرانی62 )چرخه(. نتایج نشان می دهد که 
با توجه به PMDهای مختلف به طور متوسط هزینه ops 58.1 درصد تا 
87.0 درصد و هزینه چرخه بین 42.8 تا 76.4 درصد کاهش می یابد. 

از گیت های کوانتومی  از آبشاری  در مقاله ]43[، مدارهای کوانتومی 
تشکیل شده اند. در یک مدار منطقی کوانتومی ناآگاه از طراحی فیزیکی، 
فرض می شود که یک گیت بر روی مجموعه دلخواه کیوبیت ها، بدون 
این حال،  با  کیوبیت ها، عمل می کند.  فیزیکی  مکان  گرفتن  نظر  در 
درواقعیت، کیوبیت های فیزیکی باید در یک شبکه قرار گیرند. هر گره 
از شبکه، یک کیوبیت را نشان می دهد. این شبکه یک معماری کامپیوتر 
دارد  وجود  فیزیکی  محدودیت  یک  می کند.  پیاده سازی  را  کوانتومی 
که اغلب اعمال می شود، که گیت های کوانتومی فقط می توانند روی 
کیوبیت های مجاور در شبکه کار کنند. بنابراین، اگر کیوبیت های مدار 
منطقی مجاور نباشند، باید یک کانال ارتباطی ساخته شود. این مقاله، 
ابزاری به نام سنتز مدار کوانتومی تحمل پذیر اشکال آگاه از طراحی 
الگوریتم  فیزیکی )PAQCS(63را معرفی می کند. این روش شامل دو 
است: یکی برای قرار دادن کیوبیت فیزیکی و دیگری برای مسیریابی 
منطقی  مدار  یک  تبدیل  الگوریتم، سربار  دو  این  با کمک  ارتباطات. 
 [34[ قبلی  کار  به  نسبت  درصد   30.1 متوسط    طور  به  فیزیکی  به 
کاهش می یابد. الگوریتم های بهینه سازی در PAQCS بر روی مدارهای 
پیاده سازی شده با استفاده از عملیات کوانتومی که توسط دو توصیف 
مختلف ماشین فیزیکی کوانتومی و سه کد تصحیح خطای کوانتومی 
پشتیبانی می شوند، ارزیابی می شوند. آنها تعداد عملیات اولیه را 11/5% 
-%68/6 و تعداد چرخه های اجرا را %16/9 -%59/4 کاهش می دهند.

یکی از معروف ترین الگوریتم هایی که در سنتز تقریبی استفاده می شود، 
الگوریتم 64STA است. الگوریتم STA بهبود یافته الگوریتم فلور65 است 

که در تعریف 2-1 بیان شده است.

ورودی  تک کیوبیتی  گیت  تخمین  برای  فلور  الگوریتم  تعریف2 -1: 
بهتوالی از گیت های تک کیوبیتی مجموعه ی مرجع 5  استفاده می شود. 
در این الگوریتم در ابتدا برای گیت یکانی ورودی، توالی از گیت های 
مجموعه ی مرجع با طول مشخص، که معمولاً  15 است، تعیین و در 
جدولی ذخیره می شود. در گام بعد برای تجزیه ی گیت یکانی با طول  
N+1 با کمک ساختار جستجوی درختی66 در جدول به دست آمده، در 
میان تجزیه های با طول N جستجو می کند. در این جستجوی درختی 
از تجزیه ی مقادیر محاسبه شده پرش67 می کند. درصورتی که تجزیه ی 
جدیدی محاسبه شود به مجموعه گیت به  دست آمده افزوده خواهد 
شد. انجام جستجوی درختی سبب افزایش نمایی زمان اجرای الگوریتم 

می شود ]44[.
در الگوریتم STA برای کاهش زمان جستجو در جدول موجود چندین 

راه کار ارائه  شده است:
1- جستجوی دوطرفه68: در این حالت دو جستجوی موازی از ابتدای 
جدول تا وسط آن و دیگری از وسط جدول تا انتهای آن انجام می شود. 
این روش جستجو سبب کاهش زمان اجرا به نصف زمان اجرای الگوریتم 

فلور می شود ]45].
2- افزایش دقت جستجو در نخستین مرحله: این افزایش دقت سبب 
می شود زمان یافتن عملگرهای یکانی در جستجوهای بعدی کاهش 

یابد ]45].
با وجود این راه کارها برای کاهش زمان اجرای این الگوریتم، بازهم زمان 
اجرای آن به صورت نمایی است. کم بودن رشد تعداد گیت خروجی 
 SKA با کاهش آستانه ی خطا، مزیت این الگوریتم نسبت به الگوریتم
است. در مقابل، نمایی بودن زمان اجرا عیب این الگوریتم است ]45]. 
مرتبه ی از  خروجی،  گیت  تعداد  تولید  برای  شده  محاسبه  مرتبه ی 

  است ]44].
به  ورودی  از  حالت هایی  دقیق  تجزیه ی  صورت  به  دقیق:  سنتز 

کتابخانه ی CTL بیان می شود.
در ]42[، یک هم ارزی از مجموعه یکانی های قابل محاسبه توسط مدارها 
69 ،در  بر روی CTL و مجموعه یکانی هایی برروی حلقه
حالت تک کیوبیتی نشان داده شده است. سپس از یک الگوریتم سنتز 
کارآمد، با تضمین بهینه بودن دقیق بر روی تعداد گیت های هادامارد و 
T استفاده شده است. حدس زده می شود که این نوع همارزی در حالت 

n کیوبیتی هم برقرار است. 
در ]46[، رویکرد در ]42[ را به گیت های چندکیوبیتی گسترش داده و 
ثابت می شود که یک ماتریس یکانی n کیوبیتی نمایش دقیقی بر روی 
مجموعه گیت CTL با کیوبیت های کمکی محلی دارد، اگر و تنها اگر 
ورودی های آن در حلقه  باشند. این روش از تجزیه به 
ماتریس های 1 و 2 سطحی استفاده می کند، که در آن همیشه یک کیوبیت 
کمکی کافی است. اگر ورودی های ماتریس روی n کیوبیت به صورت

 

 
باشند، آنگاه این الگوریتم به کران بالایی از تعداد گیت های   
برای سنتز کردن این گیت هایی که با بهینه بودن فاصله زیادی دارد، 

منجر می شود.
در مقاله ]47]، به بررسی مشکلات موجود در روش سنتز ارائه شده 
در مقاله ]46] می پردازد و سعی در بهبود آن در سطح جهانی دارد و 
از  نمودار تصمیم گیری چند مقداری کوانتومی70 برای نمایش ماتریس 
به صورت کارا استفاده می کند. همچنین از گیت های کتابخانه کلیفورد 
و T استفاده کرده است و هدف اصلی تولید مدار با حداقل تعداد گیت 
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T  است. 
مقاله ]48]، یک الگوریتم سنتز مدار کوانتومی را برای اجرای محاسبات 
کدهای  اساس  بر  جهانی  اشکال  تحمل پذیری  قابلیت  با  کوانتومی 
تحمل پذیر  کوانتومی  محاسبات  تحقق  برای  می دهد.  ارائه  پیوسته71 
به مدارهای کوانتومی  پروتکل های کوانتومی تحمل پذیر  باید  اشکال، 
قابل اجرا بر اساس معیار نزدیک ترین همسایه )NNC( تبدیل شوند. 
محلی  عملیات  بر  مبتنی  اساساً  که  توپولوژیکی72  کدهای  برخلاف 
از  پیوسته، می توان مدارهای متشکل  برای کدهای  تعریف می شوند، 
با اعمال سنتز مدار کوانتومی به دست آورد. با این  عملیات محلی را 
الگوریتم های  حال، با سنتز مدار کوانتومی موجود توسعه یافته برای 
محاسباتی کوانتومی معمولی، ممکن است قابلیت تحمل پذیری اشکال 
پروتکل در مدار نهایی حفظ نشود. علاوه بر این، باید روش جدیدی 
برای پیاده سازی مدار کوانتومی محاسبات کوانتومی تحمل پذیر اشکال 

جهانی در نظر گرفته شود. 
3-10- سنتز کارای مدارهای کوانتومی در پیاده سازی عملگرهای گروه 

کلیفورد
در مقاله ]49[، یک رویکرد سنتز خودکار برای مدارهای کوانتومی که 
عملگرهای گروه کلیفورد را پیاده سازی می کنند، ارائه شده است. این 
تثبیت  مدارهای  مانند  کوانتومی  کاربردهای  از  بسیاری  برای  مدارها 
کننده، مخابره از راه دور کوانتومی و غیره  ضروری هستند و جنبه های 
اصلی عملکرد کوانتومی را پوشش می دهند. روش ارائه شده، برخلاف 
بر یک کتابخانه گیت عمومی  از تکیه  برای سنتز،  رویکردهای قبلی 
اجتناب می کند و در عوض، از اثرات ویژه عملگرهای گروه کلیفورد در 
ماتریس یکانی که باید سنتز شود، بهره می برد. علاوه بر این، نمودارهای 
تصمیم گیری چندمقداری کوانتومی برای نمایش کارآمد این ماتریس ها 
استفاده می شود. نتایج تجربی تایید می کنند که این رهیافت، امکان 
آینده  را فراهم می کند. کار  تحقق فشرده عملکرد کوانتومی مربوطه 
کوانتومی  عملکرد  به  به  رسیدن  برای  پیشنهادی  روش  گسترش  بر 

عمومی تر متمرکز است.
3-11- سنتز کارای ماتریس های یکاني در کامپایلرهای مدار کوانتومی

تجزیه یکاني یک روش پرکاربرد برای نگاشت الگوریتم های کوانتومی 
به مجموعه ای دلخواه از گیت هاي کوانتومی است. اجرای کارآمد این 
تجزیه امکان ترجمه گیت های یکاني بزرگ تر به عملگرهاي کوانتومی 
ابتدایی را فراهم می کند، که کلید اجرای این الگوریتم ها در رایانه های 
کوانتومی موجود است.  همچنین تجزیه می تواند به عنوان یک روش 
بهینه سازی تهاجمی برای کل مدار و همچنین برای آزمایش بخشی 
شود.  استفاده  کوانتومی73  شتاب دهنده  یک  روی  بر  الگوریتم  یک  از 
برای انتخاب و اجرای الگوریتم تجزیه، کیوبیت های کاملی در نظرگرفته 

شده اند. 
مقاله ]50[، تکنیک تجزیه خود را براساس QSD قرار می دهد که تعداد 
 گیت هاي غیرکنترلي را برای یک گیت ورودي n کیوبیتي 
ایجاد می کند. مدارهای حاصل تا 10 برابر کوتاه تر از سایر روش ها در 
این زمینه هستند. در مقایسه این روش با ابزار Qubiter  نشان داده شده 
است که این پیاده سازی مدارهایی با نصف تعداد گیت های CNOT  و 
یک سوم طول کل مدار تولید می کند. علاوه بر آن، سرعت آن نیز تا 10 
برابر بیشتر است. بیشتر بهینه سازی ها برای بهره  بردن از ساختار اساسي 
بالقوه در ماتریس های ورودی یا میانی و همچنین به حداقل رساندن 

زمان اجرای تجزیه پیشنهاد شده اند.
{CNOT,T} SAT3-12- سنتز مدارهاي کوانتومي مبتني بر

یک برنامه کوانتومی به صورت یک مدار کوانتومی کلیفورد+  T مدل سازی 
تکنولوژی  محدودیت های  با  مطابقت  منظور  به  باید  که  است  شده  

کوانتومی بهینه سازی شود. هدف اکثر الگوریتم های بهینه سازی کاهش 
ثانویه  بهینه سازی  یک هدف  وجود،  این  با  است.   T گیت های تعداد 
 )CNOTباید به حداقل رساندن تعداد عملگرهای دوکیوبیتی )گیت های
باشد زیرا آن ها در مقایسه با عملگرهای تک کیوبیتی نرخ خطای بالاتری 
دارند. مقاله ]51] یک الگوریتم دقیق مبتنی بر SAT را برای بازنویسی 
 CNOT مدار کوانتومی توسعه داده است که هدف آن کاهش گیت های
بدون افزایش تعداد گیت های T است. این الگوریتم، حداقل اندازه مدار 
}CNOT ,T{ را برای یک توصیف چندجمله ای پایه از یک تبدیل یکانی 
پیدا می کند. آزمایش ها کاهش CNOT در مدارهای کوانتومی با تعداد 
T  بهینه سازی شده را تایید می کنند. این مقاله، مدارهای کوانتومی را 
برای همه گیت های تک هدفی که توابع کنترلی آن ها یکی از نمایندگان 
کلاس های هم ارزی طیفی 48 تایی از توابع بولی با پنج ورودی هستند، 
 CNOT ترکیب می کند. آزمایش های این مقاله کاهش متوسط تعداد

برابر با %26/84 را نشان می دهد.
3-13- الگوریتم ملاقات در وسط برای سنتز سریع مدارهای کوانتومی 

با عمق بهینه
برای  بهینه  عمق  با  تجزیه  محاسبه  برای  را  الگوریتمی   ،]52[ مقاله 
عملگرهای منطقی ارائه می کند، و از یک تکنیک ملاقات در وسط74  
جستجوی  الگوریتم های  به  نسبت  توجهی  قابل  سرعت  ارائه  برای 
عوامل  الگوریتم  این  مثال،  به عنوان  می کند.  استفاده  ساده  ناآگاهانه 
در  ابتدایی  گیت های  در  را  متداول  کوانتومی  منطقی  عملگرهای 
مجموعه کلیفورد و T به  دست آورده است. به طور خاص، این روش 
 T از گیت های کلیفورد و بر روی مجموعه ای  را  تافولی  تجزیه گیت 
گزارش می کند. این تجزیه، به یک مقدار عمق کل T برابر با 3 دست 
می یابد، در نتیجه کاهش 40 درصدی نسبت به تجزیه شناخته شده 
قبلی برای گیت تافولی ایجاد می کند. با توجه به اندازه فضای جستجو، 
الگوریتم فقط برای پارامترهای کوچک مانند تعداد کیوبیت ها و  این 

تعداد گیت ها برای اجرای بهینه عملی است.

4- مرور کلی بر سنتزهای مختلف منطقی مبتنی بر روش های 
ریاضی

در جدول )1( خلاصه ای از روش های مختلف از الگوریتم هاي میتنی 
بر ریاضی و سنتز منطقی با قابلیت تحمل پذیری اشکال در مدارهاي 

کوانتومي بررسي شده اند.
در اکثر مقاله هایی که مورد بررسی قرار گرفته اند، از معیارهای ارزیابی 
تعداد CNOT و تعداد گیت های تک کیوبیتی برای یافتن مدار بهینه 

کوانتومی استفاده شده است. 
 CTL در سنتزهایی که به دلیل قابلیت تحمل پذیری اشکال از کتابخانه
استفاده کرده اند، مهم ترین هدف کاهش تعداد گیت T و عمق T است.

5- جمع بندی و پیشنهادهایی برای کارهای آتی
در این مطالعه، ابتدا مقدمه اي بر محاسبات کوانتومي بیان شد. سپس، 
مقدمه هاي بر مفاهیم اولیه محاسبات کوانتومی مطرح شد. بعد از آن، 
مسئله سنتز منطقی مدارهاي کوانتومي مورد بررسی قرار گرفت. هر 
ماتریس یکاني نمایش دهنده یک گیت کوانتومي است. سنتز مدارهاي 
کوانتومي به فرایند تبدیل یک گیت کوانتومي به یک سري گیت هاي 
پایه اطلاق مي شود و یک مسئله سخت است. در این مطالعه، مروری بر 
روش های سنتز منطقی ریاضی مدارهای کوانتومی ارائه شد. روش های 
سنتز منطقی مدارهای کوانتومی به طور کلی به دو دسته روش های 
کلی و روش های آگاه از تحمل پذیری اشکال )سنتز تقریبی به کتابخانه 
CTL( تقسیم می شوند که در سال های اخیر روش های دسته دوم بیشتر 
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مورد تاکید و اهمیت هستند. به عنوان یک کار آتی، پیشنهاد می شود به 
روش های سنتز منطقی در مدل  محاسبات کوانتومی یک طرفه پرداخته 

شود. 

پی نوشت ها

1 Charles H. Benet
2 Paul A. Benioff
3 David Deustch
4 Richard P. Feyman 
5 Moore’s Law
6 Peter Shor
7 Bra/Ket
8 Transpose Conjugate
9 Inner Product

10 Outer Product
11 Qubit
12  Superposition
13 Unitary
14  Pauli
15 Identity
16 Bit Flip
17 Phase Flip
18 Hadamard gate
19 Phase rotation
20 Controlled-U
21 Controlled-NOT
22 Uniformly-controlled multiqubit gate
23 Feedback
24  Fan out
25 Clifford+T library
26 Logical level

نکته قابل توجهنوع الگوریتمسال انتشارمرجع

تعداد گیت های CNOT در مرتبه استفاده از تجزیه QR در جبر خطي2001]21[

]22[2004Highest Lower Bound ها به  رسیداستفاده ازCNOT تعداد

]24[2004CSD ها به رسیداستفاده ازCNOT تعداد

]9[2005CSD ها به  رسید و تعداد کمتری از گیت های بهبود روشCNOT تعداد
تک کیوبیتی را تولید می کند.

]8[2006QSDبا عنوان CS سنتزي مبتني بر تجزیهCNOT تولید  تعداد گیت

]26[2011Block-Based Quantum Decomposition )BQD(QSD و CSDترکیبي از دو روش

طراحی یک روش سنتز دقیق با توجه به کتابخانه 2013]45[
T کلیفورد و

تعداد   ،T و  کلیفورد  عملگرهای  برای  کیوبیت های کمکی  از  استفاده 
کل گیت های ابتدایی این کتابخانه به کار رفته  )k  مؤلفه 

مخرج75 است(

 الگوریتم Meet-in-the-Middle برای سنتز سریع 2013]52[
مدارهای کوانتومی با عمق بهینه

از گیت های کتابخانه کلیفورد و T استفاده کرده است و هدف اصلی 
تولید مدار با تعداد حداقل گیت T است.

]49[2014
بر  تکیه  عدم  خودکار،  سنتز  رویکرد  از  استفاده 
کتابخانه  گیت عمومی و  استفاده از نمودارهای 

تصمیم گیری چندمقداری کوانتومی

نتایج تجربی تایید می کنند که این امکان تحقق فشرده عملکرد 
کوانتومی مربوطه را فراهم می کند

]27[2016IBQD
فضاي جستجوي بزرگ تری را براي یافتن بهترین جواب ازلحاظ

معیارهاي مختلف سنتز مداري جستجو می کند و همچنین از ارزیابي 
معیار عمق مدار استفاده می کند

توسعه یک الگوریتم دقیق مبتنی بر SAT را برای 2018]51[
بازنویسی مدار کوانتومی 

عملگرهای  تعداد  رساندن  حداقل  به  و   T گیت های  تعداد  کاهش 
)CNOT دوکیوبیتی )گیت های

]47[2020

توسط  شده  پیشنهاد  دقیق  سنتز  روش  بهبود 
 Quantum از  استفاده  و  جهانی  در سطح   [46[
برای   Multiple-Valued Decision Diagram

نمایش ماتریس به صورت کارا

از گیت های کتابخانه کلیفورد و T استفاده کرده است و هدف اصلی 
تولید مدار با تعداد حداقل گیت T است.

و  2022]28[ پویا  برنامه نویسی  بر  مبتنی  منطقی  سنتز 
هدف اصلی کاهش عمق Tبهینه سازی شبکه منطقی

ارائه یک سنتز منطقی با قابلیت  تحمل پذیری 2022]48[
اشکال با استفاده از کدهای پیوسته

 NNC استفاده از معیار

]50[2022 QSD تکنیک تجزیه مبتنی بر
 n ایجاد تعداد گیت هاي غیرکنترلي برای یک گیت ورودي

کیوبیتي و  همچنین به حداقل رساندن زمان اجرای تجزیه

جدول 1: خلاصه ای از  برخی مقالات مرتبط با سنتز مدارهای کوانتومی مبتنی بر الگوریتم های ریاضی منتشرشده در مدل مداری کوانتومی
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27 Logical depth
28  Nearest Neighbor Cost
29 T-count
30 T-depth
31 ancillaqubit
32 Multi-objective Optimization  Problem
33 Object function
34 Restriction
35 feasible region
36 feasible solution
37 Optimization variables
38 Quantum Key Distribution
39 Quantum Teleportation
40 Dense Coding
41 Technology independent synthesis
42 Highest Lower Bound
43 Cosine-Sine Decomposition
44 Ruler function
45 Quantum Shanon Decomposition
46 Symmetric
47 Level
48 Block-Based Quantum Decomposition
49 Trade-off
50 Improved-BQD
51 cut enumeration
52 tree balancing
53 exclusive sum-of-products representations
54 Fault-Tolerant
55 Approximation synthesis
56 Error Threshold
57 brute force
58 physical machine description
59  kipping table algorithm
60 cache table
61 number of primitive operations
62 execution cycles on the critical path
63 Physical Design-Aware Fault-Tolerant Quantum Circuit 

Synthesis
64 Skipping Table Algorithm
65 Flower’s algorithm
66 Tree lookup structure
67 Skip
68 Bidirectional search
69 Ring
70 Quantum Multiple-Valued Decision Diagram
71 concatenated codes
72 topological codes
73 quantum accelerator
74 Meet-in-the-middle
75 denominator exponent
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